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Nach allgemeiner Ueberzeugung konnen gewisse Satze der Analysis nicht 
konstruktiv bewiesen werden. Man denke etwa an den folgenden Satz: Eine 
monotone und beschrankte Folge a(n) von rationalen Zahlen konvergiert, d.h. 
es gibt eine solche ganzzahlige Funktion k(m), dafi 
| a(n) — a(n*) | < — fur n, n* }£ k(m). 
Unter einem konstruktiven Beweis dieses Satzes hatte man etwa die Angabe eines 
Verfahrens zu verstehen, das gestattet, die Funktion k(m) auf Grand der Folge 
a(n) rekursiv zu definieren. Wenn ein solcher Beweis vorlage, ware insbe-
sondere gezeigt, dafi es zu einer rekursiv definierten Folge a(n) mit den ver-
langten Eigenschaften stets eine rekursiv definierbare Konvergenzfunktion 
k(m) gibt. 
Es soil nun im folgenden von einigen grundlegenden Satzen der reellen Analy-
sis gezeigt werden, dafi sie nicht konstruktiv bewiesen werden konnen—kon-
struktiv in dem Sinn, der eben angedeutet wurde. Wir stiitzen uns dabei auf 
die Begriffe der rekursiven und der berechenbaren Funktion; rekursive und 
berechenbare Funktionen sind zahlentheoretische Funktionen. Unter einer 
rekursiven Funktion moge vorlaufig eine primitiv rekursive Funktion verstanden 
werden (vgl. etwa D. Hilbert und P. Bernays [3], S.286); berechenbar meint 
berechenbar im Sinne von A. Church [1], S. C. Kleene [4], A. M. Turing [6]. 
Der Begriff der "konstruktiv definierten Funktion" wird durch die Bestimmung 
als "rekursive Funktion" eher eng, durch die Bestimmung als "berechenbare 
Funktion" eher weit gefafit. 
DEFINITION I. Eine Folge rationaler Zahlen $(n) heifit rekursiv,(berechenbar), 
wenn es solche rekursiven (berechenbaren) Funktionen <t>{ri), ${n) und x(n) 
gibt, dafi x(n) = 1 und 
*(„) = »(»>-*("> . 
DEFINITION II. Eine Folge $(n) von rationalen Zahlen heifit rekursiv (bere-
chenbar) konvergent, wenn es eine solche rekursive (berechenbare) Funktion 
v(m) gibt, dafi 
| <i>(n) — $(w*) | < — fur n, n* ^ v(m) 
Wir werden zeigen (Satz I ) : Es gibt eine rekursive, monotone und beschrankte 
Folge rationaler Zahlen, die nicht berechenbar konvergiert. Bei unserer Auf-
fassungsweise ist darin enthalten, dafi der zu Beginn erwahnte Satz nicht kon-
struktiv bewiesen werden kann. 
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DEFINITION III . Eine reelle Zahl r heifit eine rekursive (berechenbare) reelle 
Zahl, wenn es eine solche rekursive (berechenbare) und rekursiv (berechenbar) 
konvergente Folge $(n) rationaler Zahlen gibt, dafi lim,,-* 3>(n) = r. Die 
Menge der rekursiven reellen Zahlen bezeichnen wir mit 3?i. 
DEFINITION IV. Eine reelle Zahl r heifit in einen rekursiven Dezimalbruch 
entwickelbar, wenn es eine solche rekursive Funktion <j>(ri) gibt, dafi fur n S> 1 
0 ^ <t>(n) g 9 und 
. r - ± * ( 0 ) + £ ^ . 
*-i 10* 
Die Menge der Zahlen, die sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln 
lassen, bezeichnen wir mit 9^ • 
DEFINITION V. Eine reelle Zahl r definiert einen rekursiven Schnitt, wenn die 
Aussagen 
(m, n ^ 0 und ganz, n' Nachfolger von n) rekursiven Aussagen 2l(m, n) und 
53(m, n) aquivalent sind. 
Die Menge der Zahlen, die einen rekursiven Schnitt definieren, bezeichnen 
wir mit 9J3. Zu 3J3 gehoren zum Beispiel die reellen algebraischen Zahlen; aber 
auch die Zahl e (Basis der naturlichen Logarithmen) definiert einen rekursiven 
Schnitt. 
Man iiberzeugt sich leicht, dafi SRi 3 $R2 3 9?3; und zwar sind die auftretenden 
Inklusionen echt, d.h.: 
Nicht jede rekursive reelle Zahl lafit sich in einen rekursiven Dezimalbruch 
entwickeln. 
Nicht jede Zahl, die sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln lafit, 
definiert einen rekursiven Schnitt. 
Wir werden namlich zeigen, dafi es eine solche reelle Zahl r gibt, dafi wohl r, 
nicht aber 3r sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln lafit (Satz II). 
Die Zahl 3r ist dann eine rekursive reelle Zahl, die sich nicht in einen rekursiven 
Dezimalbruch entwickeln lafit; die Zahl r selbst definiert keinen rekursiven 
Schnitt: andernfalls namlich definierte auch 3r einen rekursiven Schnitt und 
ware daher in einen rekursiven Dezimalbruch entwickelbar. 
Satz II besagt, dafi % nicht abgeschlossen ist gegeniiber Multiplikation mit 
einer naturlichen Zahl; fur 9?i und 9I3 ist dies der Fall. Dagegen ist 9J3 nicht 
abgeschlossen gegeniiber Addition: Es gibt zwei solche reellen Zahlen s und 
t, dafi wohl s und t, nicht aber s + t einen rekursiven Schnitt definieren. Es ist 
namlich jede rekursive reelle Zahl Summe zweier Zahlen, die einen rekursiven 
Schnitt definieren (Satz III) . 
Mit Hilfe des in Definition III eingefuhrten Begriffes der berechenbaren 
reellen Zahl lafit sich Satz I folgendermafien verscharfen (Satz IV): Es gibt 
eine solche rekursive, monotone und beschrankte Folge 3>(n) von rationalen 
Zahlen, dafi limn_„o $(n) keine berechenbare reelle Zahl ist. 
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DEFINITION VI. Eine Folge I(n) von ineinandergeschachtelten Intervallen 
heifit rekursiv, wenn die Folge $(n) der linken und die Folge ^(n) der rechten 
Endpunkte von I(ri) rekursive Folgen rationaler Zahlen sind. 
Wir werden zeigen (Satz V): Es gibt eine solche rekursive Folge ineinander-
geschachtelter Intervalle, dafl keine rekursive reelle Zahl in alien Intervallen 
der Folge enthalten ist. 
Um das Verhaltnis der Satze IV und V zu erlautern, beweisen wir: Zu einer 
rekursiven Intervallschachtelung I(n) gibt es eine berechenbare reelle Zahl, 
die in alien Intervallen I(n) enthalten ist. Wenn namlich die Langen der 
Intervalle nicht gegen 0 konvergieren, gibt es eine rationale Zahl, die in alien 
Intervallen enthalten ist; andernfalls ist (wenn $(n) den linken, ^(n) den rechten 
Endpunkt von I(n) bezeichnet): 
V-x [*(*) - #(*) < ^ ] = b(m) 
eine berechenbare Funktion (vgl. Ende der Einleitung), und es ist 
| $(n) — <i>(n*) | < — fiir n, n* ^ b(m), 
d.h. limn_00 $(ra) ist eine berechenbare reelle Zahl. (Die—nicht konstruktive— 
Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten lafit sich bei diesem 
Beweis nicht vermeiden.) Damit ist (unter Benutzung von Satz V) auch ge-
zeigt, dafi nicht jede berechenbare reelle Zahl eine rekursive reelle Zahl ist. 
Ferner kann geschlossen werden, daft der Satz von der Konvergenz einer mono-
tonen und beschrankten Folge auch dann nicht konstruktiv bewiesen werden 
kann, wenn der Durchschnittsatz von Cantor gefordert wird. 
DEFINITION VII. Eine Folge von Funktionen P(x, n) (n = 0, 1,. . ) des ra-
tionalen positiven Argumentes x heifit rekursiv, wenn es solche rekursiven 
Funktionen p(p, q, n), o(p, q, n) und r(p, q, n) gibt, dafl r(p, q,n)^l und 
& - ) -
P(P. q, n) - dp, q, n) 
r(p, q, n) 
DEFINITION VIII. Eine stetige reelle Funktion fix) (definiert fiir reelles x ^ 0) 
heifit eine rekursive reelle Funktion, wenn es eine solche rekursive Folge P(x, n) 
von Funktionen des positiven rationalen Argumentes x und solche rekursiven 
Funktionen n(n) und v(n) gibt, dafi 
—k fur | x - y \ < ^ P(z, n) - P(y, n) \ < ii ^^ , 
| P(x, n) — ¥(x, n*) \ < — fur n, n* ^ v(k) und 
lim„_w P(a;, n) = f(x) fiir rationales x ^ 0. 
Eine rekursive reelle Funktion nimmt in einer rekursiven reellen Zahl einen 
rekursiven reellen Wert an. Dagegen werden wir als leicht Anwendung von 
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Satz V zeigen: Es gibt eine rekursive reelle Funktion, die in einer rationalen 
Zahl a den Wert — 1 , in einer rationalen Zahl b den Wert + 1 und in keiner re-
kursiven reellen Zahl den Wert 0 annimmt (Satz VI). 
Die Beweise der Satze beruhen auf den folgenden Hilfssatzen iiber rekursive 
und berechenbare Funktionen: 
HILFSSATZ I. Es gibt ein solches rekursives Pradikat 2l(m, n), daft nJSL(m, x) 
keine berechenbare Funktion ist. 
HILFSSATZ II. Es gibt eine solche zweiwertige rekursive Funktion y(n) und 
ein solches rekursives Pradikat 21 (n), daft 
y[fix(%(x) & x ^ n)] 
definiert ist (d.h. daft gilt (x){Ey) [2l(j/)(fc V = x]) u n d keine rekursive Funktion 
ist. 
HILFSSATZ III . Es gibt ein solches rekursives Pradikat 2l(m, n), daft (Ex) 21 (m, 
x) kein berechenbares Pradikat ist. 
Hilfssatz I I I ist von S. C. Kleene [4] bewiesen worden; Hilfssatz I folgt un-
mittelbar aus Hilfssatz III , denn (Zfa)2t(wi, x) ist aquivalent 2l(m, /ux2l(m, x)). 
Hilfssatz II werden wir im folgenden beweisen. 
Es ist fur die Gultigkeit unserer Satze nicht wesentlich, daft unter einer 
"rekursiven Funktion" eine "primitiv rekursive Funktion" verstanden wird; 
sondern es geniigt, den Bereich der rekursiven Funktionen so abzugrenzen, 
daft er abgeschlossen ist gegeniiber primitiven Rekursionen und daft Hilfssatz 
II gilt. 
In Verbindung mit einer Arbeit von R. L. Goodstein [2] konnen unsere Satze 
auch noch etwas anders interpretiert werden, als es zu Beginn dieser Einleitung 
geschehen ist; sie konnen namlich als Nachweis dafiir aufgefaftt werden, daft 
gewisse Satze der klassischen Analysis in der "finiten" Analysis von R. L. Good-
stein nicht mehr gelten. Es ist denn auch diese Arbeit angeregt worden durch 
die Untersuchungen von R. L. Goodstein. 
In den Bezeichnungen schlieften wir uns an D. Hilbert und P. Bernays [3] 
an. Insbesondere sei: 
n' der Nachfolger von n; 
«(0) = 0, a(n') = 1; 
0(0) = 1, 0(n') = 0; 
a — b, falls a ^ b 
0 sonst 
Ist 2l(ra, n) ein Pradikat, so sei iix%(x, n) = b(n) die folgendermaften de-
finierte Funktion: gibt es kein x, fur welches 21 (x, n) gilt, ist b(n)=0, andernfalls 
ist b(n) das kleinste x, fur welches 2l(x, n) gilt; gilt (Ex)%(x, n), so schreiben 
wir statt iix%{x, n) auch jxx%(x, n); ist 2l(m, n) rekursiv, so ist diese letzte Funk-
tion berechenbar. 
Herrn Prof. P. Bernays, der eine erste Fassung dieser Arbeit gelesen hat, 
danke ich fur wertvolle Ratschlage. 
a — b = 
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HILFSSATZ II. Es gibt ein solches rekursives Pradikat St(ra) und eine solche 
zweiwertige rekursive Funktion y(n), dafi 
7[/U2l(x) & x ^ n)] 
definiert und nicht rekursiv ist. 
Beweis. Nach R. P6ter [5] gibt es eine solche Abzahlung (mit Wiederholung) 
der rekursiven Funktionen, dafi die Funktion d{n), die den Wert der rekursiven 
Funktion mit der Nummer n an der Stelle n angibt, durch eine zweifache Re-
kursion definiert werden kann und dafi zu m und 3m-7-11" (bei beliebigem n) 
dieselbe Funktion gehort. d{n) ist in der Form 
d(n) = <j>[iixSS(n, x)] 
darstellbar, wobei <b(n) eine rekursive Funktion und 33(m, n) ein rekursives 
Pradikat ist (S. C. Kleene [4], 736). Die Pradikate 
(Ex)[n = 3m-7-11*] und 
(Ex)[x ^ n&%(m,x)] 
sind rekursiv; ij(m, n) und 6(m, n) seien solche rekursive Funktionen, dafi 
(Ex)[n = -3"'.7- l l x] ~ [nim, n) = 0] und 
(Ex)[x g n& S3(m, x)} ~ [8(m, n) = 0]. 
Wir definieren nun Funktionen p(ri), a(n) und r(n) folgendermafien: 
p(0) =
 ff(0) = T(0) = 0; 
ist p(n) = 0, so sei 
p(n') = /8[7,(<r(n), n')] 
a(n') = <r(n) + |8[if(«r(n), n')] 
r(n') = n'; 
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ist p(n) = 1, so sei 
p(n') = a[0(r(n), n')] 
a{n') = or(n) 
T(»') = r(n). 
Die Funktionen p(n), <r(n) und r(n) sind rekursiv. Die Funktion p(n) nimmt 
immer wieder die Werte 0 und 1 an; die Funktion <r(n) nimmt alle nicht-negativen 
ganzen Zahlen als Werte an. Die rekursive Aussage p(n) = 0 bezeichnen wir 
mit 21 (n); ferner sei 
*(n) = 4>{u.Ax £n& 55(T(n), *)]}, y(n) = p[f(n)]. 
Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dafi die Funktion 
g{n) =y[Hxmx)&x ^ n)] 
in der benutzten Abzahlung der rekursiven Funktionen nicht die Nummer m 
tragt. Um das nachzuweisen bestimmen wir n so, dafl 
o-(tt) = m und <r(n') = m'. 
Es ist dann 
p(n) = 0, p(tt') = 1, T-(n') = n' und ij(m, n') = 0; 
aus der letzten Gleichung folgt, dafi die Funktionen mit den Nummern m und 
n' identisch sind. Wenn wir zeigen, dafl g(n') ^ d(ri), ist daher bewiesen, dafl 
g(n) nicht die rekursive Funktion mit der Nummer m ist. Es sei 
p(n' + I) = 1 fiir 0 g t < p und 
p(n' + p) = 0; 
dann ist 
p.x{%{x)&x ^ n') = n' + p, 
T(n' + I) =n ' fur0 ^ t g p, 
*(n' + p) = 0{M*[X ^ n' + pcfc ®(T(n' + p), x)]\ 
= 4>{nx[x ^ n' + pcfcS8(n', x)}\. 
Nun ist 
p(n + p) = 1, p(n' + p) = 0 und daher 
6(r(n + p), n' + p) = 0(n', n' + p) = 0, d.h. 
(Ex)[x ^ n' + P<fe S(n', a;)]; folglich ist 
*(n' + p) = tlfiMn', x)] = d(n'). 
Fassen wir zusammen, so erhalten wir 
gW) = M\fi.mx)&x£ n')]} 
= /?W(n' + p)] = /J[d(n')l * d(n'). 
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SATZ I. Es gibt eine rekursive, montone und beschrankte Folge 3>(n) ra-
tionaler Zahlen, die nicht berechenbar konvergiert. 
Beweis. 2l(m, n) sei ein rekursives Pradikat, p(m, n) eine solche rekursive 
Funktion, daft %{m, n) ~ [p(m, n) = 0]. Wir setzen 
tfr(m, n) = a I Y, |3[p(m, x)] \ 
4>{m, n) ist rekursiv, und zwar ist 
( 0, wenn 21 (m, x) fiir alle x ^ n 
yp{m, n) = [ 1 sonst. 
Die Folge $(n) sei nun folgendermafien definiert: 
$(n) = T, 2* 
Die Folge $(n) ist offenbar rekursiv und beschrankt; aus ^(m, n) ^ ^(m, n') 
folgt, daft sie monoton wachsend ist. Wir zeigen nun, daft aus der Existenz 
einer berechenbaren Konvergenzfunktion fiir $(n) folgt, daft die Funktion 
nx[%{m, x)) berechenbar ist; auf Grund von Hilfssatz I wird damit Satz I be-
wiesen sein. 
Es sei also b(m) eine solche berechenbare Funktion, daft 
| $(n) — $(n*) | < — fiir n, n* ^ b(m). 
(Dabei diirfen wir annehmen, daft b(m) ^ m ist.) 
Fiir n ^ b{m) ist daher 
i_ ^ f* (^fc, n) _ bf? f(k, b(m))
 > W +(k,n)-Uk,b(jri)) 
2" fa 2* fa 2* = fa 2* 
In der letzten Summe ist kein Summand negativ; (^fc, n) — \[/(k, b(m)) ist 
fur n j£ b(m) entweder 0 oder 1. Daraus folgt 
\[>(m, n) = ^(m, b(m)) fiir n ^ b(m). 
Auf Grund der Definition von <]/(m, n) ist daher 
/!.[«(»», *)] = /«.[* ^  &(m)<fe 2l(m, x)]; 
mit 6(m) ist demnach auch Hx^-im, x) berechenbar. 
SATZ II. Es gibt eine solche reelle Zahl r, daft wohl r, nicht aber 3r sich in 
einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln laftt. 
Beweis. 21 (m) sei ein solches rekursives Pradikat, daft es zu jedem n ein solches 
tn gibt, daft m ^ n & 2l(m) erfiillt ist. y(n) sei eine rekursive Funktion, die nur 
die Werte 1 und 5 annimmt. Die Funktion 
y{jj.x[%{x)& x ^ n]} = q(n) 
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ist berechenbar. p(n) sei eine solche rekursive Funktion, dafi $(n) ~ [p(n) = 0]. 
Es sei 
<j>(n) = a[p(n)] • 3 + j9[p(n)] • T ( « ) . 
#(n) ist rekursiv und nimmt nur die Werte 1, 3 und 5 an. Es ist [<£(n) j£ 3] ~ 
%.{n) und daher 
*{&[*(«) 9*3& x ^ n]} = <p{iix[%(x)&x ^ n]} 
= y{p.xW(x)&x ^ n]} = g(n). 
Die Zahl r 
a io* 
lafit sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln. Es sei 
3r = Z ^ ( O S *(n') g 9). 
t-o 10* 1 
x(n) sei der Rest (zwischen 0 und 9) von n bei der Division durch 10; 
x(n) und 8(n) sind rekursive Funktionen. Es ist 
*(n') = x{3 • 4>{n) + 5[3 • *(*,[*(«) * 3<fc x ^ n'])]| 
und daher 
*(n') = x{3 -*(n) + «[3 • g(n')]}. 
Fur 0(n) = 1 und g(n') = 1 ist +(*,') = 3 
= 3 = 1 = 9 
= 5 = 1 = 5 
= 1 = 5 = 4 
= 3 = 5 = 0 
= 5 = 5 = 6 . 
Definieren wir daher 
[ 1 fur n = 1 mod 2 
^
 =
 1 . , „ > 
( 5 fur n = 0 mod 2 
so ist 
«(n') = vbKn')]. 
Mit ^-(n) ist auch q(n) rekursiv; da nach Hilfssatz II q(n) nicht rekursiv zu sein 
braucht, ist Satz II bewiesen. 
SATZ III . Jede rekursive reelle Zahl ist Summe zweier Zahlen, die einen 
rekursiven Schnitt definieren. 
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Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir Zahlen zu fuhren, die grofier als 1 sind. 
Zu jeder rekursiven reellen Zahl r > 1 gibt es, wie man sich leicht iiberlegt, eine 
solche rekursive Funktion ^(n), dafl 1 =S ip(n') ^ 3 und 
k-o 2r 
Nun sei 
f(n) = nz[x ^ n&n < (x'f]; 
f (n) ist rekursiv (und zwar ist—bei Verwendung der Gaufischen Klammern— 
f (w) = [\/w]). Weiter sei 
( 0 fiirn = 0 mod 2 
ir(n) = \ und 
[ 1 fiir n ss 1 mod 2 
0(n) = TG-(n)), r(n) = |8(0(n)). 
Die Funktionen 0(n) und r(n) sind rekursiv. Wir setzen 
s
 ~ h ~^F~ ' l ~ h ~w~ ' 
aus 0(«) + r(n) = 1 folgt, dafl s + t = r. 
Die Aussagen m/n' < s und m/n' < t sind rekursiven Aussagen Equivalent; 
wir beweisen es fiir die zweite der beiden Aussagen. Es ist r(4n2 + 4n + k) = 0 
fiir 1 ^ k ^ 4ra + 3 und daher 
4 n , ± 4




^r; + r 
setzen wir 
2* *-4n«+8n+4 2* 
din; = n • z • ^ 
fl(n) = n' • 2in2+in • £ 
2* 
*-4n*+8n+4 2* 
so ist die Aussage m/n' < s Equivalent der Aussage 
m . 2in'+in < w(n) + R(n). 
«(n) ist rekursiv; ferner ist 0 < R{n) < 1. Die Aussage m/n' < s ist daher 
Equivalent der rekursiven Aussage 
24n
2+4n ^ / \ 
^ co(n). 
Die Beweise der Satze IV und V beruhen auf dem folgenden: 
HILFSSATZ. r(fc, n) und *(n) seien rekursive Funktionen mit den folgenden 
Eigenschaften: r(k, n) = 0 oder 5, r(fc, n') ^ T(&, n) ; K(W') ^ x(n); es gibt eine 
solche (beliebige) Funktion to(m), dafi <c(n) ^ TO fiir n ^ to(m). Wir setzen 
*« = "t' %2> 
*-o o* 
https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.2307/2267043
Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 08:57:00, subject to the Cambridge Core terms of use, available at
154 ERNST SPECKER 
$(n) ist eine rekursive, monotone und beschrankte Folge rationaler Zahlen. 
Gibt es eine Folge R(n) = p(n)/q(n) (p(n) und q(n) ganz, p(n) ^ 0, g(n) ^ 1) 
und eine Funktion t(m) derart, dafi 
| R(n) - R(n*) I < ^- fOr n* ^ n und b" 
|*(n) - f l ( n ) | < i j f u r n ^ r(fc), 
so ist Max, T(OT, a;) rekursiv definierbar, wenn p(n) und g(n) als Ausgangsfunk-
tionen zugelassen werden. 
Wir werden annehmen diirfen, dafi to(m') ^ h)(m) ^ m und t(wi') ^ r(wi). 
Beweis. Die Funktion a(wt) sei folgendermafien definiert: 
o(0) = 5 • «[p(0) - 3g(0)] 
a(m') = 5 • a [p(m')6"' - q(m') • (jt a(fc)6""_* + 3 ) ] . 
Wir zeigen: 
a(m) = Max, r(m, x); genauer: 
a(m) = r(m, n) fur n ^ Max[to(m), r(m)]. 
Beweis mit Induktion nach m: 
I «(0) - fi(n) I < 1 
I $(n) - R(n) I < 1 fur n ^ r(0) 
T(0, n) ^ $(ra) < T(0, n) + 1; fur n ^ r(0) daher 
T(0, n) - 2 < #(0) < T(0, n) + 3 oder auch 
T(0, n) - 5 < fl(0) - 3 < T(0, n). 
Ist T(0, n) = 5, so ist R(0) - 3 > 0 und daher 5 • a[p(0) - 3g(0)] = o(0) = 5; 
ist r(0, n) = 0, so ist R(0) - 3 < 0 und daher 5o[p(0) - 3g(0)] = o(0) = 0; 
in jedem Fall also r(0, n) = a(0). 
Es sei n ^ to(m') und n ^ r(wi'); dann ist nach Induktionsvoraussetzung 
ferner gilt: 
r(k, n) = a(k) fur k g m; 
J2(m') - «(n) | < ^ (da n £ m'), 
| * ( n ) - f i ( n ) | < i und 
ic(n) ^ m'; 
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es ist daher: 
f -M
 s ' f rftjo , *w < t '-%=-> + B4 
t-o 6* *-o 6* t-o 6* 6m 
*-o 6* 6m t-o 6* 6" 
r{m ,n) - 5
 p , /v ^ o(fc) 3 . T(HI' , n) 
6 m t-o 6* 6m 6m 
wie im Falle n = 0 folgt daraus 
T « n) = 5 • a rp(m')6m' ^ q(m') • ( Z a(fc)6""~* + 3^1 = a(m'). 
SATZ IV. Es gibt eine solche rekursive, monotone und beschrankte Folge 
$(n) von rationalen Zahlen, dafi lim„_» $(n) keine berechenbare reelle Zahl ist. 
Beweis. Sl(m, n) sei ein rekursives Pradikat; 
( 0, wenn S(m, a;) fur alle x g n 5 sonst 
T(W, n) ist rekursiv, r(m, n') ^ r(m, n) (vgl. Beweis von Satz I) . Die Folge 
•(») = t ^ 
*-o tr 
ist rekursiv, monoton und beschrankt. Ist limB_„ <£(n) eine berechenbare reelle 
Zahl, so gibt es offenbar solche berechenbare Funktionen p(n) und q(n) (q(n) ^ 
1), dafi die Folge 
«(») = ^ g(n) 
die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfullt: 
lim R(n) = lim$(n) 
| R(n) - R(n*) \ < \- fiirn* ^ n; 
o" 
die Funktion Max T(TO, X) ist daher berechenbar. Mit Max r(m, x) ist auch 
das Pradikat Max r(m, x) = 5 berechenbar; dieses Pradikat ist aquivalent mit 
(Ex)2l(m, x). Damit ist gezeigt: lim <t>(n) ist hochstens dann eine berechenbare 
reelle Zahl, wenn (Ex)%{m, x) berechenbar ist; da dies nicht fiir alle 2l(m, n) 
erfullt ist (Hilfssatz III) , ist Satz IV bewiesen. 
SATZ V. Es gibt eine solche rekursive Folge ineinandergeschachtelter Inter-
vals, dafl keine rekursive reelle Zahl in alien Intervallen der Folge enthalten ist. 
Beweis. a{n) sei eine rekursive Funktion, a{n) = 0 oder 5, c(0) = 0. S9(wij 
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n) sei ein solches rekursives Pradikat, dafi es zu jedem m ein n gibt, sodafi 53(tn, 
n); 93(0, 0) sei erfullt. Wir setzen 
r(m, n) = (r{nx[x g n& $ti(m, x)]\; 
r(m, n) ist rekursiv und r(m, n') ^ t(m, n). 
«(n) = Mnxx<n{(y)(Ez)[(y ^ x) -* (z ^ n& »(y, «))]} 
ist rekursiv, K(U') ^ <c(n), /c(n) ^ n; fiir & ^ <c(n) ist r(fc, n') = r(k, n). Aus 
(y)(Ez)$8(y, z) folgt, dafl es eine solche Funktion to(m) gibt, dafi /c(n) ^ m f ur 
n ^ to(m). Die Folge 
#(n) = E '-i-B) -(*, n) 
&-o 6* 
jst rekursiv, monoton wachsend und beschrankt; ferner sei 
2 
¥(n) = $(n) + ^ w • 
Die Folge ¥(n)- ist monoton abnehmend: ^(n') ^ ^ (n ) ; ist ic(n') = /c(n), so folgt 
dies unmittelbar aus 
r(fc, n') = T(&, n) fiir k ^ «(n); 
ist «(n') ^ K(TI) + 1, so ist 
2 2 
¥(n) - ¥(»') = $(n) + ^oo - *(«') - ^ o 
> _ '£> Tfcn) 2 2 
«(1o+i 6* 6*(n> 6"<n>+1 
1 2 2 > - _ L _ > o. 
= g«(n) ^ g«(») g«(n)+l ^ "* 
Die Intervalle I„ mit den Endpunkten $(«) und^(ra) bilden eine rekursive Folge 
von ineinandergeschachtelten Intervallen. Die Langen der Intervalle In streben 
gegen 0; es liegt daher genau eine reelle Zahl in alien Intervallen /„ , und diese 
Zahl ist gleich lim $(n). Ist eine rekursive reelle Zahl in alien Intervallen 
enthalten, so gibt es rekursive Funktionen ir(n) und p(n) (p(n) ^ 1) und eine 
(beliebige) Funktion x(m) derart, dafi mit 
R(n) = ^ gilt: 
p(n) 
| R(n) - R(n*) | < - fiir n* ^ n 
on 
|*(n) - R(n)\ <^-k fiir n ^ x(k). 
Nach dem Hilfssatz ist dann die Funktion 
Maxz T(WI, x) = a\fijb{m, x)] 
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rekursiv; da dies nach Hilfssatz II fiir geeignet gewahlte a{n) und 58(m, n) nicht 
der Fall ist, ist der Satz bewiesen. 
SATZ VI. Es gibt eine rekursive reelle Funktion, die in einer rationalen Zahl 
a den Wert — 1, in einer rationalen Zahl b den Wert + 1 und in keiner rekursiven 
reellen Zahl den Wert 0 annimmt. 
Beweis. Wir gehen aus von einer Intervallschachtelung [$(n), ^(n)], wie sie 
beim Beweis von Satz V konstruiert worden ist, und setzen: 
X(n) = Hn) + 2 - I , 
0(») = ¥(n) + 2 + H. . 
Es ist, wie leicht nachzurechnen, 
X(n') - X(n) > ~n, 
0(n) - 0(n') > ~, 
0(n) - X(n) > | ; . 
Nur dann ist in alien Intervallen [X(n), 12(n)] eine rekursive reelle Zahl enthalten, 
wenn in alien Intervallen [$(n), V(n)] eine rekursive reelle Zahl enthalten ist. 
Auf Grund des Beweises von Satz V genxigt es daher zu zeigen: Es gibt eine 
rekursive reelle Funktion, die in X(0) den Wert —1, in S2(0) den Wert + 1 
annimmt und deren Wert in alien Zahlen auCerhalb des Intervalles [X(n), £2(n)] 
dem absoluten Betrage nach grofier als 1/6" ist. 
Die Funktion P(x, n) des rationalen (nicht negativen) Argumentes x sei fiir 
festes n ^ 0 folgendermafien definiert: 
P(X(m), n) = - I (0 S m g n) 
P(0(m), n) = + i j ( O ^ m ^ n ) ; 
in den Intervallen [X(m), X(m')], [X(n), Q(n)] und [Q(m'), Q(m)] (0 ^ m' ^ n) 
sei P(x, n) linear; 
P(z, n) = 1 fiir x ^ £2(0). 
Damit ist P(x, n) fiir alle rationalen x ^ X(0) = 0 definiert; die Funktionenfolge 
P(x, n) (n = 0, 1, • • • ) ist rekursiv, d.h. es gibt solche rekursiven Funktionen 
p(p, q, n), v(p, q, n) und r(p, q, n), daft r(p, q,n)^l und 
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Es ist (wt' g n): 
P(X(m'), n) - P(X(m), n) - 1 / 6 " " + 1/6" 
X(rre') - X(m) l /6m ' 
ebenso folgt: 
P(Q(w), w) - P(X(rc), n) 
0(n) - X(n) < 1 
P(0(m), n) - P(Q(fffl, n) j 
fi(m) — Q(m') 
Da P(x, n) in den betrachteten Intervallen linear ist, gilt 
| P(x, n) - V(y, n) \ < \ x - y |. 
Aus der Definition von P(x, n) folgt unmittelbar: Fiir n ^ k ist 
1 p(*> ») l <
 6* 
genau fiir X(fc) < x < fi(fc). 
Esis t 
2 | P(x, n) - P(x, n*)\ < — fur n, n* ^ &; 6* 
denn ist X(k) < x < Q(k), so ist 
I P(x, »)| < ^ und | P(x, n*) | < i ; 
ist x g X(fc) oder x ^ 0(A;), so ist 
P(x, n) = P(x, n*) = P(x, ft)-
Nun gibt es offenbar eine solche stetige reelle Funktion /(x) (definiert fiir reelles 
x =g 0), dafl fiir rationales x ^ 0 
f{x) = lim,,-.*, P(x, n). 
f(x) ist eine reelle rekursive Funktion; sie nimmt an der Stelle X(0) den Wert — 1, 
an der Stelle 0(0) den Wert + 1 an; fur x i [X(ft), fi(fc)] ist 
l/(*)l>£-
Die Funktion /(x) hat daher alle gewiinschten Eigenschaften. 
EIDQ. TECHN. HOCHSCHULE, ZURICH 
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